Моделирование случайных векторов и процессов
Задачи моделирования на ЭВМ случайных векторов и случайных процессов, заданных на конечном интервале (0,Т), в принципе не отличаются, так как дискретные реализации случайных процессов, ограниченных во времени, можно рассматривать как выборочные значения N-мерных случайных векторов, где N=T/Δt.

Теорема Котельникова о выборе  интервала дискретизации:

  Δt < 1/2fв , где fв – высшая частота спектра процесса (сигнала).
Моделирование в рамках многомерных распределений.

Известны два основных метода моделирования на ЭВМ случайных векторов с заданным многомерным распределением:

1) Метод условных распределений;

2) Метод Неймана.

1. Метод условных распределений.

Алгоритм основан на рекуррентном вычислении условных плотностей вероятностей для координат формируемого вектора. Пусть случайный вектор задан своей N-мерной функцией плотности 
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. Одномерная плотность распределения вероятности случайной величины 
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Используя описанные выше способы моделирования случайных величин с заданным законом распределения, сформируем реализацию 
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 с  плотностью распределения ω (
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). Затем найдем условное распределение случайной величины 
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Произведем выборку 
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 случайной величины 
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с функцией плотности 
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 и так далее. Полученная таким путем последовательность пар чисел 
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  будет иметь совместную плотность 
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. Практическое использование этого способа связано с весьма громоздкими вычислениями, за исключением тех сравнительно редких случаев, когда интегралы берутся в конечном виде.

Метод Неймана
Пусть 
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 - N-мерная плотность распределения вероятностей случайного вектора 
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с областью определения 
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 случайных координат 
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. По аналогии с одномерным случаем для формирования реализаций вектора 
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 на ЭВМ вырабатывается N+1 случайных чисел 
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, равномерно распределенных в интервалах 
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  соответственно,  
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В качестве реализаций случайного вектора 
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, берутся реализации случайного вектора 
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, удовлетворяющие условию 
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Реализации случайных чисел 
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Здесь в отличии от одномерного случая имитируются случайные точки не на плоскости под кривой ω(y), а в (N+1)-мерном объеме под N-мерной поверхностью 
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Моделирование случайных векторов в корреляционной теории 
С практической точки зрения способы получения возможных значений составляющих случайного вектора в рамках корреляционной теории оказываются более приемлемыми, чем в рамках многомерных распределений. Корреляционные способы применимы в тех моделях, в которых достаточно обеспечить лишь заданную матрицу корреляционных моментов случайных векторов (или заданную корреляционную функцию при моделировании случайных процессов). Значение корреляционных способов возрастает в связи со следующими обстоятельствами.

Во-первых, нормальные случайные векторы и процессы, играющие важную роль в приложениях, однозначно задаются матрицей корреляционных моментов.

Во-вторых, ненормальные случайные векторы часто являются преобразованиями нормальных случайных векторов.

В-третьих, многомерные законы распределения случайных векторов, не являющихся нормальными, весьма трудно получить теоретически или экспериментально. Корреляционные же моменты определяются значительно проще.

1.Метод линейного преобразования
Пусть задан N-мерный вектор 
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-- матрица-столбец с элементами 
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. Требуется получить N-мерный вектор 
[image: image31.wmf]N

,

1

i

,

y

y

i

=

=

с наперед заданной корреляционной матрицей  
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и средними 
[image: image33.wmf]yi

y

m

m

=

.

Диагональные члены 
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-- дисперсии, а остальные – ковариации координат вектора.

Известно, что производное линейное преобразование А N-мерного вектора 
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 сводится к умножению его на некоторую матрицу N-мерного порядка 
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. Матрица преобразования А выбирается верхнетреугольной   
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 найдем из условий (*) : 
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.   Таким образом 
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. Рассмотренный процесс моделирования позволяет получить лишь необходимые корреляционные связи между координатами случайного вектора. Закон распределения может быть любым. Требуется только. чтобы случайные координаты 
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  удовлетворяли условию (*).
При больших N метод труднореализуем, так как для заполнения элементов матриц требуется большой объем оперативной памяти N(N+1)/2.

2.Метод канонических преобразований
Непрерывный центрированный случайный процесс ξ(t) может быть задан каноническим разложением 
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 некоррелированные случайные коэффициенты с параметрами 
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 система некоторых детерминированных координатных функций. 
На практике, обычно, бесконечный ряд заменяется конечным. В качестве координатных функций часто выбирают ортонормированные координатные функции.

3.Метод разложения в ряд Фурье
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Недостатки методов 1,2,3 большой объем вычислений и большой объем памяти.
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Моделирование типовых случайных процессов
Рассмотренные выше методы моделирования случайных векторов и процессов в рамках многомерных распределений и корреляционной теории используются при моделировании. Однако в случае больших N требуется большое количество вычислений и большая подготовительная работа, что затрудняет их практическое использование. Чаще требуется моделировать процессы, относящиеся к узкому классу случайных воздействий. Для них могут быть построены достаточно эффективные моделирующие алгоритмы.

Для стационарных нормальных случайных процессов разработаны весьма экономичные моделирующие алгоритмы. В основу их положено линейное преобразование стационарной последовательности x[n] независимых случайных нормальных чисел (дискретный белый шум) в последовательность 
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, коррелированную по заданному закону. При этом оператор линейного преобразования записывается либо в виде  скользящего суммирования с некоторым весом 
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 либо как рекуррентное уравнение вида 
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В рекуррентном уравнении существует переходный процесс. Параметры 
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 и дискретная весовая функция 
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определяются на этапе подготовки к моделированию. Задачу цифрового моделирования случайных процессов с помощью скользящего суммирования и рекуррентных разностных уравнений можно рассматривать как задачу синтеза линейного дискретного формирующего фильтра, который преобразует дискретный белый шум в коррелированный дискретный случайный процесс с заданными корреляционно-спектральными характеристиками. 
Сравнительная характеристика методов моделирования стационарных случайных процессов.

Моделирование  марковских  случайных процессов
Важное теоретическое и практическое значение имеют  марковские случайные процессы. С точки зрения моделирования на ЭВМ марковские  случайные процессы – один из наиболее простых процессов. Действительно, марковским  называется случайный процесс 
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 удовлетворяет соотношению 
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 т.е. зависит лишь от значений процесса в один из предшествующих моментов времени. W- плотность вероятностей перехода из состояния 
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Для моделирования марковского случайного процесса достаточно знать условную плотность вероятностей перехода 
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Алгоритм получения дискретных значений процесса сводится к следующему:

1)Формируется реализация 
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случайной величины 
[image: image69.wmf]0

x

 с  
[image: image70.wmf])

t

,

(

W

0

0

x

.

2)Генерируется реализация 
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Таким образом получаем последовательность чисел 
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 изображающую дискретную реализацию 
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 марковского случайного процесса 
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с заданной условной плотностью вероятностей перехода 
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. Для получения следующей реализации процесса повторяется та же операция.

В общем случае рассматриваются N-мерные марковские процессы, т.е. N взаимосвязанных между собой процессов 
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Тогда моделирование  N-мерных марковских процессов по заданной
 условной плотности вероятностей перехода в принципе не отличается от моделирования рассмотренных выше одномерных марковских процессов. Однако, поскольку на каждом шаге требуется реализация N-мерных случайных векторов, моделирование  Марковских  процессов является сложной задачей.

Моделирование случайных потоков
Потоки событий, происходящие в случайные моменты времени 
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 являются специальным классом случайных процессов. Случайные потоки широко используются в качестве математических моделей в задачах, связанных с исследованием систем массового обслуживания, в задачах надежности и т. п.

Возможны различные эквивалентные способы задания случайных потоков. Однако наиболее удобным для моделирования способом задания потоков общего вида является задание их с помощью многомерной плотности вероятности интервалов между моментами наступления событий 
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 При таком задании случайных потоков моделирование их в общем случае сводится к формированию на ЭВМ реализаций случайных векторов 
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 с  законом распределения 
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Обычно рассматривают так называемые потоки с ограниченным последствием, у которых интервалы 
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  между событиями статистически независимы в совокупности, т.е. 
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 Такие потоки задаются последовательностью одномерных законов распределения 
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 называются рекуррентными (стационарными) потоками. К таким потокам относится простейший поток, у которого закон распределения интервалов между событиями показательный 
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  Как видно потоки с ограниченным последействием являются непосредственно заданными случайными процессами, поэтому моделирование их является весьма простой задачей. Действительно, для получения реализаций последовательности моментов времени наступления событий 
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случайных величин с заданными законами распределений 
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 Моделирование рекуррентных потоков упрощается еще и тем, что случайные величины 
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 имеют одинаковый закон распределения. Для моделирования случайных величин с заданными законами распределений можно использовать методы, рассмотренные ранее. В частности, при моделировании простейшего потока реализации случайных величин 
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-независимые случайные числа, равномерно распределенные в интервале (0,1).

Пример:

Рассмотрим N независимых требований, каждое из которых с равной вероятностью может появиться в любой точке интервала 
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Моделирование случайных полей
Случайными полями называются случайные функции многих переменных. Будем рассматривать четыре переменных: координаты x, y, z, определяющие положение точки в пространстве, и время t. Тогда, случайное поле представим, как 
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. Случайные поля могут быть скалярными (одномерными) или векторными.

В общем случае скалярное поле 
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Если статистические характеристики поля не изменяются при изменении начала отсчета времени, т.е. они зависят только от разности 
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 Если перенос начала координат не влияет на статистические характеристики поля, т.е. они зависят от разности 
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, то такое поле называется однородным по пространству. Однородное поле анизотропное, если его статистические характеристики не изменяются при изменении направления вектора  
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Примерами случайных полей являются электромагнитное поле при распространении электромагнитной волны в статистически неоднородной среде, в частности, электромагнитное поле сигнала, отраженного от флюктуирующего объекта; объемные диаграммы направленности антенн и диаграммы излучения объектов, на формирование которых оказывают влияние случайные параметры; статистически неровные поверхности, в том числе земная поверхность и поверхность моря при волнениях, и ряд других параметров.

Под задачей моделирования понимается разработка алгоритмов для генерирования на ЭВМ дискретных реализаций поля, т.е. совокупности выборочных значений поля 
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  дискретная пространственная координата, 
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При этом предполагается, что исходными при моделировании случайного поля являются независимые случайные числа. Совокупность таких чисел будем называть как случайное δ-коррелированное поле, называемое обычно δ-полем. Случайное δ-поле – это элементарное обобщение дискретного белого шума на случай многих переменных. Моделирование δ-поля на ЭВМ осуществляется путем генерации выборочных значений 
[image: image115.wmf])
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 числа с помощью датчика нормальных случайных  чисел с параметрами (0,1).

При моделировании случайных полей можно использовать рассмотренные выше методы моделирования, если известен N или 
[image: image116.wmf]1
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-мерный закон распределения. Однако этот путь весьма сложен в реализации.

Моделирование однородных  скалярных  нормальных  случайных полей. 

Методы, основанные на использовании корреляционных функций, канонического разложения в ряд Фурье, используются при задании поля в конечном пространстве и на конечном интервале времени.

Неограниченные дискретные реализации однородного стационарного случайного поля можно формировать с помощью алгоритмов пространственно-временного скользящего суммирования δ-поля, аналогичных алгоритмам скользящего суммирования для моделирования случайных процессов.

Если 
[image: image117.wmf])
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--импульсная переходная характеристика ПВФ, формирующего из δ-поля поле с заданной функцией спектральной плотности G(s,ω), то подвергая процесс дискретизации пространственно-временной фильтрации δ-поля, получим 
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 где ΔrΔt=ΔxΔyΔzΔt – константа, определяемая выбором шага дискретизации по всем переменным x, y, z, t; 
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 -- дискретное δ-поле.

Суммирование в выражении осуществляется по всем значениям p, q, l, m, при которых слагаемые не являются пренебрежимо малыми или равными нулю. Подготовительная работа при данном методе моделирования заключается в нахождении соответствующей весовой функции 
[image: image120.wmf])
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 пространственно-временного формирующего фильтра.

Подготовительная работа и процесс суммирования упрощается, если h(x,y,z,t) можно представить в  виде произведения 
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 . В этом случае корреляционная функция имеет вид 
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Если разложение корреляционной функции на множители в строгом смысле не выполнимо, то его можно провести приближенно, в частности, положив R(x,y,z,τ)=R(x,0,0,0)R(0,y,0,0)R(0,0,z,0)R(0,0,0,τ). 

Такое разложение позволяет свести довольно сложную задачу четырехкратного суммирования в вышеприведенном алгоритме к повторному применению однократного скользящего суммирования.

Метод канонических разложений
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Корреляционная функция 
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Дискретные реализации ξ[n] непосредственно вычисляются по формуле.

В качестве 
[image: image128.wmf]k
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 используются выборочные значения некоррелированных случайных величин с параметрами 
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Как выбрать систему координат функций и найти дисперсии 
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При этом дисперсии – собственные значения, 
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Однако нет простого способа решения таких уравнений. Существует приближенные способы получения канонических разложений.

 Способ канонических разложений случайных функций в дискретном ряде.  

Пусть задан случайный процесс ξ(t) с корреляционной функцией 
[image: image135.wmf])
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[image: image137.wmf].
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Позволяет получить каноническое разложение с помощью обычных алгебраических операций.

Пусть требуется формировать значения ξ(t) только в заданных N точках, вектор 
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 с корреляционной матрицей 
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Метод  разложения в ряд Фурье
Для стационарных случайных процессов наиболее простой частный случай ортогонального разложения на конечном интервале (0,T) – разложение в ряд Фурье. 
[image: image141.wmf]k

k

k

k

k

k

u

,

v

   

T,

t

0

    

),

t

sin

u

t

cos

v

(

)

t

(

£

£

-

=

å

w

w

x

-- случайные амплитуды.

При 
[image: image142.wmf]¥

<

<

¥

-

t

реализации случайного процесса является периодическими функциями с периодом 
[image: image143.wmf]1

1

/

2

T

w

p

=

.
[image: image144.wmf]1

T

--нужно выбрать.


[image: image145.wmf]å

¢

+

¢

=

¢

)

u

(

D

),

D(v

  

;

t

sin

t

sin

)

u

(

D

t

cos

t

cos

)

v

(

D

)

t

,

t

(

R

k

k

k

k

k

k

k

k

w

w

w

w

--дисперсии коэффициентов 
[image: image146.wmf]k

k

u

,

v

.

_1112537984.unknown

_1112548600.unknown

_1112600152.unknown

_1166869930.unknown

_1206874684.unknown

_1206882525.unknown

_1207059527.unknown

_1206874766.unknown

_1206873349.unknown

_1206873512.unknown

_1206874656.unknown

_1206873475.unknown

_1206871216.unknown

_1206871536.unknown

_1112603325.unknown

_1112613008.unknown

_1112613761.unknown

_1112616013.unknown

_1112624049.unknown

_1112624169.unknown

_1112624484.unknown

_1112624115.unknown

_1112623942.unknown

_1112614845.unknown

_1112614967.unknown

_1112614093.unknown

_1112613309.unknown

_1112613708.unknown

_1112613114.unknown

_1112610610.unknown

_1112612330.unknown

_1112612607.unknown

_1112612479.unknown

_1112612535.unknown

_1112612433.unknown

_1112611503.unknown

_1112611613.unknown

_1112611027.unknown

_1112609025.unknown

_1112609578.unknown

_1112610254.unknown

_1112609159.unknown

_1112603771.unknown

_1112608919.unknown

_1112603522.unknown

_1112601095.unknown

_1112602000.unknown

_1112602560.unknown

_1112602705.unknown

_1112602145.unknown

_1112601390.unknown

_1112601497.unknown

_1112601200.unknown

_1112600656.unknown

_1112600813.unknown

_1112600992.unknown

_1112600736.unknown

_1112600294.unknown

_1112600381.unknown

_1112600228.unknown

_1112595781.unknown

_1112596701.unknown

_1112599022.unknown

_1112599475.unknown

_1112599848.unknown

_1112600068.unknown

_1112599580.unknown

_1112599224.unknown

_1112599320.unknown

_1112599102.unknown

_1112597090.unknown

_1112597546.unknown

_1112598427.unknown

_1112597239.unknown

_1112596953.unknown

_1112596991.unknown

_1112596882.unknown

_1112596221.unknown

_1112596276.unknown

_1112596569.unknown

_1112596593.unknown

_1112596500.unknown

_1112596407.unknown

_1112596255.unknown

_1112595927.unknown

_1112596186.unknown

_1112595846.unknown

_1112550500.unknown

_1112557052.unknown

_1112557449.unknown

_1112595559.unknown

_1112557391.unknown

_1112556703.unknown

_1112556838.unknown

_1112550733.unknown

_1112549590.unknown

_1112550185.unknown

_1112550246.unknown

_1112549976.unknown

_1112550123.unknown

_1112548970.unknown

_1112547648.unknown

_1112548173.unknown

_1112548515.unknown

_1112548552.unknown

_1112548433.unknown

_1112547878.unknown

_1112548004.unknown

_1112547766.unknown

_1112538602.unknown

_1112539928.unknown

_1112540070.unknown

_1112539788.unknown

_1112538444.unknown

_1112538500.unknown

_1112538199.unknown

_1112538249.unknown

_1112519485.unknown

_1112537606.unknown

_1112537803.unknown

_1112537905.unknown

_1112537669.unknown

_1112519793.unknown

_1112537379.unknown

_1112519581.unknown

_1112519136.unknown

_1112519330.unknown

_1112519375.unknown

_1112519282.unknown

_1112518695.unknown

_1112519012.unknown

_1112518294.unknown

